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§1-3 空間向量的內積 
 

在物理問題中﹐有時候需要處理空間中兩直線的夾角﹐或取某力與某一直線的

水平和垂直分力﹐或求取三角形面積等複雜的狀況﹐這時就可以利用向量的內

積來解決。 

延續在平面向量的運算特性，接下來我們將其推廣至空間向量來看看。 

 

 

 

甲、空間向量的內積 

＊設 a  OA  1 2 3, ,a a a ﹐ b  OB  1 2 3, ,b b b 為空間中兩個不平行的非零向量﹐ 

  且其夾角為  

  (1) a 與 b 內積的定義 a  b a b cos  

  (2) a  b  1 2 3, ,a a a  1 2 3, ,b b b  1 1 2 2 3 3a b a b a b   
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  (3) cos 
a b

a b


1 1 2 2 3 3

2 2 2 2 2 2
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a b a b a b

a a a b b b

 


   
 

＊空間中兩向量垂直的判定 

  設  1 2 3, ,a a a a ﹐  1 2 3, ,b b b b 為空間中任意兩個向量﹒若 a b ﹐ 

  則 1 1 2 2 3 3 0a b a b a b   ﹔反之亦成立﹒ 

內積的性質 

＊設 r 為實數﹐ a ﹐ b 與 c 為任意向量﹒ 

  (1)
2

a a a  ﹒            (正定性) 

 

  (2) a b b a   ﹒           (交換律) 

 

  (3) r a b r a b
   

     
   

  

 

  (4) a b c a b a c
 
      
 

  (分配律) 

 

 

＊ ( ) ( ) 2a b a b a a a b b a b b a b a b                

 

 



範例1.  

根據 a 與 b 內積的定義 a  b a b cos  

來證明 a  b  1 2 3, ,a a a  1 2 3, ,b b b  1 1 2 2 3 3a b a b a b   

 

    

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

範例2.  

已知 a  1,1,2 與 b  1, 2, 1   ﹐求 

(1) a b ﹒(2) a 與 b 的夾角 

    

 

 

 

 

 

 

類題 1 

已知
 1,1,2a 

與
 1,2,1b  

﹐求 (1) a b ﹒ (2) a 與 b 的夾角 

      

 

 

 

 


